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Задачи оптимального управления для параболических уравнений, 

когда управляющие функции входят в коэффициенты уравнений для со-
стояний, в том числе в коэффициенты при старших производных, встре-
чаются в различных приложениях. Исследование этих задач встречаются 
серьезными трудностями, связанные с их некорректностью, невыпукло-
стью и нелинейностью [ ]31− . В таких задачах функционалом цели не яв-
ляется выпуклым даже в том случае, когда уравнения, описывающие со-
стояние процесса, линейные и функционал цели является линейным 
функционалом от решений этих уравнений. Нелинейность еще более усу-
губляется, если состояния процессов описываются нелинейными уравне-
ниями. 

В работах [ ]81−  и др. изучались задачи оптимального управления 
коэффициентами линейных параболических уравнений. Такие задачи для 
квазилинейных параболических уравнений менее изучены [ ]129 − . Кроме 
того, мало изучены задачи оптимального управления коэффициентами 
параболических уравнений с функционалами цели по границе области, 
имеющие большое прикладное значение [ ]3 .  
 В настоящей работе рассматривается задача оптимального управ-
ления коэффициентами квазилинейного параболического уравнения и с 
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функционалом цели по границе области. Исследованы вопросы коррект-
ности постановки задачи, получены формулы для дифференциала и гра-
диента функционала цели, установлено необходимое условие оптималь-
ности. 
 

1. Постановка задачи 
 Пусть управляемый процесс описывается в  ( ){ }TtxtxQT <<<<= 0,0:,   
следующей смешанной начально-краевой задачей для квазилинейного 
параболического уравнения: 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Txxt Qtxutxfuatxqutxku ∈=++− ,,0,,,, ,  (1) 
 ( ) ≤≤=

=
xxu

t
0,

0
ϕ ,                                    (2) 
( ) ( )[ ] ( ) Tttgutputxku

xxx
≤<=+=

==
0,,,0

0 
,  (3) 

где ( ) ( ) ( ) ( )tgxutxfua ,,,,, ϕ -известные функции, ( ) ( ) ( )tptxqtxk ,,,, -уп-
равляющие функции, ( ) ( ) ( )( )tptxqtxk ,,,,=υ -управление, ( ) ( )υ;,, txutxuu ==  - ре-
шение задачи, (1)-(3)-состояние процесса, соответствующее управлению 
υ . 
 Введем множество допустимых управлений 
 ( ) ( ) ( )TWQLQWBVVVV TT ,011

321 ∞∞∞ ××=⊂××= ,  
при 

( ) ( ) ( ){ ( ) ( ) }TtxT QнавntxktxktxkQWtxkV ..,,,,,0:, 21
1

1 µµµν ≤≤≤≤<∈= ∞ , 
 ( ) ( ) ( ){ }TT QнавпqtxqqQLtxqV ..,0:, 102 ≤≤≤∈= ∞ ,                 (4) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]{ }TнавпptpptppTWtpV ,0..,0:,0 210
1

3 ≤′≤≤≤∈= ∞ ,  

где ,0,,,0 221 >>≥ pµµνµ  0,0 0101 ≥≥≥≥ ppqq  -заданные числа. 
 Зададим функционал цели RVJ →:  в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −+−=



0

2
22

0

2
11 ;,;, dxxuTxudttutuJ

T

υαυαυ ,         (5) 

где 0,0, 2121 >+≥ αααα  - заданные числа, ( ) ( )xutu 21 ,  - известные 
функции. 
 Поставим следующую задачу оптимального управления: на реше-
ниях ( ) ( )υ;,, txutxuu ==  краевой задачи (1)-(3), соответствующих всем 
допустимым управлениям V∈υ , минимизировать функционал (5). Эту 
задачу ниже будем называть задачей (1)-(5). 
 Будем предполагать, что выполняются условия 
 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,0,,0,,0,,0 2221

1
2

1
0,2 LxuTLtuTWtgWx ∈∈∈∈ϕ ; 

функция ( )ua  определена на R  со значениями в R  и для всех Ruu ∈21,  
удовлетворяет условиям  
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( ) ( ) ( )[ ]( ) 0,0,00 1
2

2112121 >=−≤−−≤= constLuuLuuuauaa ;       (6) 
функция ( )utxf ,,  измерима по ( ) TQtx ∈,  и непрерывна по Ru∈ , при 
почти всех ( ) TQtx ∈,  и для всех Ruu ∈21,  справедливы соотношения  

( ) ( ) ( )[ ]( ) 0,,,,,0,00,, 2
2

2122121 >=−≤−−≤= constLuuLuuutxfutxftxf . (7) 
Обозначения используемых в работе функциональных пространств 

соответствуют принятым в [ ]12,13 . Через ( ) ( ) ( )TT QWQVW 1
0,2

0,1
0,2

1
0,2 ,,,0   

обозначаются подпространства пространств ( ) ( ) ( )TT QWQVW 1
2

0,1
2

1
2 ,,,0  , со-

ответственно, элементы некоторых обращаются в нуль при 0=x . Ниже 
положительные постоянные, не зависящие от оцениваемых величин и до-
пустимых управлений, обозначаются через ( ),2,1=jM j . 
 Под решением краевой задачи (1)-(3), соответствующим управлению 

V∈υ , будем понимать обобщенное решение из ( )TQV 0,1
0,2 , т.е. функцию 

( ) ( ) ( )TQVtxutxuu 0,1
0,2;,, ∈== υ , удовлетворяющую для всех ( ) ( ) ( ) 0,,, 1

0,2 =∈= TxQWtx T ηηη  
интегральному тождеству 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫ ∫ =++++−
TQ

T

xxt dtttutpdxdtutxfuatxqutxku
0

,;,,,,,  ηυηηηη  

 ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫+=



0 0

,0,
T

dtttgdxxx ηηϕ .                                (8) 

Можно показать [ ,.,13 Vгл § ]5 , [ ]94,14 , что при каждом фиксиро-
ванном V∈υ  существует единственное обобщенное решение ( )υ;,txuu =  
краевой задачи (1)-(3) из ( )TQV 0,1

0,2  и справедлива априорная оценка 

 ( ) ( ) ( )[ ]
TLLQV

gMu
T ,0,01

22
0,1

2
+≤


ϕ .                                                     (9)                                                                            

Более того, обобщенное решение ( ) ( )TQVtxuu 0,1
0,2;, ∈= υ  краевой задачи 

(1)-(3) принадлежит также пространству ( ) ( ) ( )TTT QWQWQW 1
0,2

1,2
2

1,2
0,2 ∩=  и 

справедлива оценка 

( ) ( ) ( )[ ]
TWWQW

gMu
T ,0,02 1

,2
1
2

1,2
2

+≤


ϕ .                                 (10) 

 Рассуждая аналогично работе [ ]8 , используя оценки (10) и теорем 
вложения [ ]98,78.,13 c , [ ]35,33,15 , можно показать, что для решения 
краевой задачи (1)-(3) справедлива также оценка 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
TWWWTLQLxQL

gMTxutuuu
rTT ,0,03,0,0 1

2
1
2

1
212

;,;, +≤+++
∞ 

 ϕυυ , (11) 

в которой  21 ≥r - произвольное конечное число. 
 Из оценки (11) следует, что функционал (5) определен на V  при-
нимает конечные значения. Отметим, что функционал (5) не является вы-
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пуклым. 
 

2. Корректность постановки задачи 
 Введем пространство ( ) ( ) ( )TWQLQWH TT ,01

22
1

2 ××= . Корректность 
постановки задачи (1)-(5)  в пространстве H  устанавливает 
 Теорема 1. Пусть выполнены условия 1). Тогда существует по 
крайней мере одно оптимальное управление ( ) ( ) ( )( ) Vtptxqtxk ∈= **** ,,,,υ  задачи 
(1)-(5), т.е. ( ) ( ){ }{ } ∅≠∈==∈= VJJJVV υυυυ :inf: **** . Множество оптимальных 
управлений *V  в задаче (1)-(5) слабо компактно в H  и любая минимизи-
рующая последовательность ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } Vtptxqtxk nnnn ⊂= ,,,,υ  функ-
ционала (5) слабо в H  сходится ко множеству *V . 
 Доказательсто. Покажем, что функционал (5) слабо в H  непре-
рывен на множестве V . Пусть ( ) ( ) ( )( ) Vtptxqtxk ∈= ,,,,υ -некоторый эле-
мент,  

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } Vtptxqtxk nnnn ⊂= ,,,,υ  -произвольная последовательность 
такая, что ( ) υυ →n  слабо в H , т.е.  

 ( ) ( ) ( )txktxk n ,, →  слабо в ( )TQW 1
2 ,                               (12) 

 ( ) ( ) ( )txqtxq n ,, →  слабо в ( )TQL2 ,                               (13) 
( )( ) ( )tptp n →  слабо в ( )TW ,01

2 .                                 (14) 
Из компактности вложений ( ) ( )TrT QLQW

2

1
2 → , ( ) ( )TLTW ,0,01

2 ∞→  
[ ]78,13  следует, что  

( ) ( ) ( )txktxk n ,, →  сильно в ( )Tr QL
2

,                       (15) 

      ( )( ) ( )tptp n →  сильно в ( )TL ,0∞ ,                         (16) 
где 22 ≥r -произвольное конечное число. 
 Кроме того, в силу однозначной разрешимости задачи (1)-(3), каж-
дому управлению ( ) Vn ∈υ  соответствует единственное решение 

( ) ( )( ) ( )T
nn QWtxuu 1,2

0,2;, ∈= υ  задачи (1)-(3)  при  ( )nυυ =  и справедлива оцен-
ка  

 ( )
( )

( ),2,141,2
2

=≤ nMu
TQW

n ,                                       (17) 

т.е. последовательность ( ){ }nu  равномерно ограничена в норме простран-
ства ( )TQW 1,2

0,2 . 

 Тогда из компактности вложения ( ) ( )TrT QLQW
3

1,2
0,2 →  [ ]39,33,15  и ото-

бражений 
Tt

uu
=

→ , 
=

→
x

uu  пространства ( )TQW 1,2
0,2  в ( ),0∞L , ( )TLr ,0

4
 

[ ]78.,13 c , соответственно, следует, что из последовательности ( ){ }nu  мож-
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но извлечь подпоследовательность ( ){ }mnu  такую, что  
( )( ) ( ) ( ) ( )TrT
n QLвсильноиQWвслабоtxutxu m

3

1,2
0,2,, → ,          (18) 

( )( ) ( ) ( ),0,, ∞→ LвсильноTxuTxu mn ,                           (19) 
 ( )( ) ( ) ( )TLвсильноtutu r

nm ,0,,
4

 → ,                             (20) 
где 2, 43 ≥rr -произвольные конечные числа, ( )txu , -некоторый элемент из 

( )TQW 1,2
0,2 . 

 Покажем , что ( ) ( )υ;,, txutxu = , т.е. ( )txu ,   является решением за-
дачи (1)-(3), соответствующим управлению V∈υ . Ясно, что справедливы 
тождества 
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]∫ ++++−

T

mmmmmm

Q

nnn
x

n
x

n
t

n dxdtutxfuatxqutxku ηηηη ,,,,  

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫+=+
T T

nn dtttgdxxxdtttutp mm

0 0 0

,,0,,,


 ηηϕη  

( ) ( ) ( ) ,2,1,0,,, 1
0,2 ==∈=∀ mTxQWtx T ηηη               (21) 

 Используя соотношения (15), (18), оценки (17) и неравенство Ко-
ши-Буняковского, имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−≤− ∫ ∫∫ ∫
T T

m

T T

mm

Q Q
xxx

n
x

Q Q
xxx

n
x

n dxdtutxkdxdtutxkdxdtutxkdxdtutxk ηηηη ,,,,  

( )( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) +−≤−+ ∫ ∫∫
T T

m

T

mm

Q Q
xxx

n
x

Q
x

n
x

n dxdtutxkdxutxkdxdtutxktxk ηηη ,,,,  

( )
( )

( )
( ) ( ) 0

263

→−+
TT

m

T

m

QLxQL

n
xQL

n ukk η ,                              (22) 

при ∞→m . 
 Кроме того, используя условие (6) и соотношения (13), (18), полу-
чаем 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )[ ] +−≤− ∫∫ ∫
T

mm

T T

mm

Q

nn

Q Q

nn dxdtuauatxqdxdtuatxqdxdtuatxq ηηη ,,,

 ( )( ) ( )[ ] ( ) ( )
( ) ( ) +−≤−+ ∫ TT

m

T

m

QLQL

n

Q

n uuLqdxdtuatxqtxq
22

11,, ηη  

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0,, →−+ ∫
T

m

Q

n dxdtuatxqtxq η .                             (23) 

 Далее, используя условие (7) и соотношение (18), имеем  
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( )( ) ( ) ≤−∫ ∫
T T

m

Q Q

n dxdtutxfdxdtutxf ηη ,,,, ( )
( ) ( ) 0

22
2 →−

TT

m
QLQL

n uuL η .  (24) 

 Наконец, используя соотношения (16) и (20), получаем, что 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≤−∫ ∫
T T

nn dtttutpdtttutp mm

0 0

,,,,  ηη  

( )( ) ( )( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( )[ ] ( ) ( ) ≤−+−≤ ∫∫
T

n
T

nn dtttutptpdtttututp mmm

00

,,,,,  ηη  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 0,,,,,

0
,0,01

22

→−+−≤ ∫
T

n
TLTL

n dtttutptpttutup mm  ηη . (25) 

Тогда переходя к пределу при  ∞→m  в тождестве (22) и учитывая 
соотношения (18), (22)-(25), получаем, что функция ( )txu ,  удовлетворяет 
тождеству (18), т.е. является решением из ( )TQW 0,1

0,2  задачи (1)-(3), соот-

ветствующим управлению V∈υ . Отсюда и из включения ( ) ( )TQWtxu 1,2
0,2, ∈  

следует, что ( ) ( )υ;,, txutxu = . 
Используя единственность решения краевой задачи (1)-(3), соот-

ветствующего управлению V∈υ , нетрудно показать, что соотношения 
(18)-(20) справедливы с функцией ( ) ( )υ;,, txutxu =  не только для подпос-
ледовательности ( ){ }mnu , но и для всей последовательности ( ){ }nu , т.е.  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),0;,,;,, ∞=→= LвсильноTxuTxuTxuTxu nn υυ  , (26) 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,0;,,;,, 3r

nn Lвсильноtutututu υυ =→= .    (27) 
Тогда, используя соотношения (26), (27) и равенство (5) получаем, 

что ( )( ) ( )υυ JJ n →  при ∞→n . Таким образом, установлено, что функ-
ционал (5) слабо в H  непрерывен на множестве V . Кроме того, множе-
ство V  выпукло, замкнуто и ограничено в рефлексивном банаховом про-
странстве H  и поэтому оно слабо компактно в H  [ ]49,16 . Тогда, приме-
няя результат из [ ]49,16  устанавливаем, что справедливы все утвержде-
ния теоремы 1. Теорема 1 доказана. 

 
3. Дифференцируемость функционала цели и 

необходимое условие оптимальности 
 Пусть выполняются условия  
 2) функция ( )ua  имеет непрерывную по Ru∈  производную ( )ua′ , 
для каждого 0>h  существует постоянная 0>hc  такая, что ( ) hcua ≤′  для 
всех [ ]hhu ,−∈ , и справедливо неравенство 
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( ) ( ) ;0,,, 32121321 >=∈−≤′−′ constLRuuuuLuaua  
функция ( )utxf ,,  имеет по Ru∈  частную производную ( )utxfu ,,′  изме-
римую по ( ) TQtx ∈,  и непрерывную по Ru∈ , для каждого 0>h  сущест-
вует функция ( ) ( )Th QLtxd ∞∈,  такая, что ( ) ( )txdutxf hn ,,, ≤′   при почти   всех  
( ) TQtx ∈,  и для всех [ ]hhu ,−∈ , и справедливо неравенство 

( ) ( ) 21421 ,,,, uuLutxfutxf uu −≤′−′ , 04 >= constL  при почти всех 
( ) TQtx ∈,  и для всех Ruu ∈21, . 
 Отметим, что из условия 2) следует, что операторы порожденные 
функциями ( )( ) ( )( )txutxftxua u ,,,,, ′  непрерывно действуют из  ( )TQL∞  в 

( )TQL∞  [ ]376.,17 c . 
 Для задачи (1)-(5) введем сопряженное состояние 

( ) ( )υψψψ ;,, txtx ==  как решение задачи 
 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Tuxxt Qtxutxfuatxqtxk ∈=′−′−+ ,,0,,,, ψψψψ ,     (28) 

( ) ( )[ ] ≤≤−−=
=

xxuTxu
Tt

0,;,2 22 υαψ ,                                    (29) 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] Tttututptxk
xxx

≤≤−−=+=
==

0,;,2,,0 110
υαψψψ 


.        (30) 

Под решением краевой задачи (28)-(30), соответствующим управлению 
V∈υ , будем понимать функцию ( ) ( )υψψψ ;,, txtx ==  из ( )TQV 0,1

0,2 , удов-

летворяющую для всех  ( ) ( ) ( ) 00,,, 1
2 =∈= xQWtx T ηηη  интегральную тожде-

ству 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫ ∫ =+′+′++
TQ

T

uxxt dttttpdxdtutxfuatxqtxk
0

,;,,,,,  ηυψψηψηηψψη  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫ ∫ −−−−=
T

dxTxxuTxudtttutu
0 0

2211 ,;,2,;,2


 ηυαηυα .  (31) 

 Из результатов монографии [ ]201197.,13 −c  следует, что для каж-
дого заданного V∈υ  задача (28)-(30) имеет единственное решение из 

( )TQV 0,1
0,2  и справедлива оценка  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]



,022,0115

22
0,1

2
;,;,

LTLQV
xuTxututuM

T
−+−≤ υαυαψ . 

Учитывая здесь оценки (11), получаем оценку  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
 ,022,011,0,06

22
1
2

1
2

0,1
2 LTLTWWQV

uugM
T

ααϕψ +++≤   (32) 

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1) и 2). Тогда функционал 
(5) дифференцируем на  V  в норме пространства H  и его дифференциал 

( )υυ ∆,dJ  в точке V∈υ  при приращении ( ) Hpqk ∈∆∆∆=∆ ,,υ  определя-
ется равенством 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∆+∆+∆=∆
TQ

T

xx dttpttudxdtquakudJ
0

;,;,, υψυψψυυ   (33) 

Доказательство. Пусть V∈∆+ υυυ, -произвольные управления и 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )υυυυ ;,,,;,;,, txutxuutxutxutxuu ==−∆+=∆=∆ . Из условий (1)-

(3) следует, что функция u∆  является решением из ( )TQW 1,2
0,2  линеризо-

ванной краевой задачи  
( )( ) ( ) ( ) ( ) =∆∆+′+∆∆+′∆++∆∆+−∆ uuutxfuuuaqqukku uxxt 21 ,, θθ  

( ) ( ) ( ) Txx Qtxuqaku ∈∆−∆= ,, ,                                           (34) 
 ≤≤=∆

=
xu

t
0,0

0
,                                                            (35) 

( ) ( )[ ] [ ] Ttpukuuppukku
xxxxx

≤<∆+∆−=∆∆++∆∆+=∆
===

0,,0
0 

, (36) 
где ]1,0[, 21 ∈θθ  -некоторые числа. 

Можно показать, что при сделанных предположениях для функции 
u∆  справедлива оценка [ ]201197,169164.,13 −−c  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
TLQLQLxQV

tutpuqakuMu
TTT ,07

222
0,1

2
,∆+∆+∆≤∆ .  (37) 

Используя ограниченность вложений ( ) ( ) ( ) ( )TLTWQLQW TT ,0,0, 1
24

1
2 ∞→→  

[ ]78,13  условие (6) и оценки (11), получаем следующие неравенства: 

( ) ( ) ( ) ( )TTTT QWQLxQLQLx kMukku 1
2442

8 ∆≤∆≤∆ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )TTTTT QLQLQLQLQL
qMuqLquLuqa

2222
911 ∆≤∆≤∆≤∆

∞
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )TWTLTLTL
pMtutptutp

,010,0,0,0 1
222

,, ∆≤∆≤∆
∞

 . 

Учитывая эти неравенства в (37), получаем оценку  

( ) HQV
Mu

T
υ∆≤∆ 110,1

2
.                                                          (38) 

 Приращение ( ) ( ) ( )υυυυ JJJ −∆+=∆  функционала (5) имеем вид 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫ ∫ +∆−+∆−=∆
T

dxTxuxuTxudttututuJ
0 0

2211 ,;,2,;,2


 υαυαυ  

( ) ( ) ( ) ( )
2

,02
2

,01
22

,,



LTL

Txutu ∆+∆+ αα .                                      (39) 

 С помощью решений краевых задач (28)-(30) и (34)-(36) преобра-
зуем приращение (39). Для решения краевой задачи (34)-(36) справедливо 
равенство 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ +∆∆+′+∆∆+′∆++∆∆++∆
TQ

uxxt dxdtuuutxfuuuaqqukku ψθψθψψ 21 ,,

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∆+∆+∆=∆∆++
TQ

T

xx

T

dttpttudxdtquakudtttupp
00

;,;,;,, υψυψψυψ  . (40) 

Если в тождестве (31) положим u∆=η  и полученное равенство вычтем 
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из (40), то получим равенство  

 ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫ ∫ =∆−+∆−
T

dxTxuxuTxudttututu
0 0

221 ,;,2,;,2


 υαυα  

( )[ ] ( ) ( ) ( ) [∫ ∫ ∫ +∆∆+∆+∆+∆=
T TQ

T

Q
xxxx kudttpttudxdtquaku

0

;,;, ψυψυψψ   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ] +∆′−∆+′+∆′−∆+′∆++ dxdtuutxfuutxfuuaquuaqq uu ψθψθ ,,,, 21

  ( ) ( ) ( )∫ ∆∆+
T

dttpttu
0

;,, υψ  . 

Учитывая это равенство в (39), имеем  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫ ∫ +∆+∆+∆=∆
TQ

T

xx RdttpttudxdtquakuJ
0

;,;, υψυψψυ  , (41) 

где 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[∫ +∆′−∆+′∆++∆∆+∆+∆=

TQ
xxLTL

uuaquuaqqkuTxutuR ψθψαα 1
2

,02

2

,01
22

,,


  

( ) ( )( ) ] ( ) ( ) ( )∫ ∆∆+∆′−∆+′+
T

uu dttpttudxdtuutxfuutxf
0

2 ;,,,,,, υψψθ  .   (42) 

 Используя теорему вложения [ ]98,78,13  нетрудно показать, что 
сумма первых двух слагаемых в правой части (41), т.е. выражение (33), 
при заданном V∈υ  определяет линейный ограниченный функционал от 

H∈∆υ . 
 Теперь проведем оценку остаточного члена R , определяемого ра-
венством (42). Используя ограниченность вложения ( ) ( )TT QLQW 4

1
2 →  

[ ]78,13 , неравенство Коши-Буняковского и оценки (32), (38) имеем 

( ) ( ) ( )
2

12
244 HQLxQLxQL

Q
xx Mukkdxdtu

TTT
T

υψψ ∆≤∆∆≤∆∆∫ .    (43) 

Далее, используя условия 2), неравенство Гельдера [ ]75,13  и оцен-
ки (32), (38), получаем неравенства 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]∫∫ +∆′−∆+′∆+≤∆′−∆+′∆+
TT QQ

dxdtuuauuaqqdxdtuuaquuaqq ψθψθ 11
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≤∆′∆+∆≤∆′∆+
∞∫ ∫ TTTT

T T

QLQLQLQL
Q Q

uuaqdxdtuLqdxdtuuaq
442

2
131 ψψθψ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

12

2

131 44233 HQLQLQLQLQLQL
MuuaquLq

TTTTTT
υψψθ ∆≤∆′∆+∆≤

∞
,   (44) 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ≤∆≤∆≤∆′−∆+′ ∫∫
T

TT
T Q

QLQL
Q

uu uLdxdtuLdxdtuutxfuutxf
33

2
24

2
242 ,,,, ψθψθψθ  
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2
14 H

M υ∆≤                                          (45) 
 Наконец, используя ограниченность вложения ( ) ( )TT QLQW 4

1
2 →  и огра-

ниченность отображения 
=

→
x

uu  пространства ( )TQV 0,1
0,2

 в ( )TL ,02  [ ]78,13 , 
и оценки (32), (38), получаем неравенство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

15,0,0,0
0

22
,,,,

HTLTLTL

T

Mttupdttpttu υψψ ∆≤∆∆≤∆∆
∞∫  .           (46) 

 Учитывая оценки (38) и неравенства (43)-(46) в (42), получаем 
оценки  

2
16 H

MR υ∆≤ .                                                            (47) 
Учитывая в (41) эту оценку, заключаем, что функционал (5) дифференци-
руем по Фреше на V  и его дифференциал определяется выражением (33). 
Теорема 2 доказана. 
 Теперь получим явное выражение для градиента функционала (5). 
Поставим следующую вспомогательную краевую задачу для определения 
функции ( ) ( )υωωω ;,, txtx ==  из условий: 

( ) Txxttxx Qtxu ∈=+−− ,,ψωωω ,                      (48) 



<<==

==
x

xxxx 0,0
0

ωω ,                           (49) 

Tt
Ttttt <<==
==

0,0
0

ωω .                           (50) 
Под решением краевой задачи (48)-(50) при заданном V∈υ  будем 

понимать функцию ( ) ( )υωωω ;,, txtx ==  из ( )TQW 1
2 , удовлетворяющую 

интегральному тождеству 
( )∫ ∫=++

T TQ Q
xxttxx dxdtudxdt ηψωηηωηω             (51) 

при любой функции ( ) ( )TQWtx 1
2, ∈=ηη . 

 Из включений ( ) ( ) ( )TT QLxQLu x 26 , ∈∈ ψ  следует, что ( )Txx QLu 5/6∈ψ . То-

гда из результатов работы [ ]202200,18 −  следует, что краевая задача (48)-
(50) при заданном V∈υ  однозначно разрешима в ( )TQW 1

2 . 
Поставим следующую вторую вспомогательную краевую  задачу 

для определения функции ( ) ( )υθθθ ,tt ==  из  условий: 
( ) ( ) Ttttu <<=+′′− 0,;,;, υψυθθ  ,                  (52) 

( ) ( ) 00 =′=′ Tθθ .                    (53) 
 Под решением задачи (52)-(53) при заданном V∈υ  будем пони-
мать функцию ( ) ( )υθθθ ;tt ==  из ( )TW ,01

2 , удовлетворяющую инте-
гральному тождеству  
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( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫=+′
T T

dttttudt
0 0

;,;, ηυψυθηηθ                (54) 

при любой функции ( ) ( )TWtx ,0, 1
2∈=ηη .  

 Из включений ( ) ( ) ( )2,0;, 11
≥∀∈ rTLtu rυ , ( ) ( )TLt ,0;, 4∈υψ   следует, 

что ( ) ( ) ( )TLttu ,0;,;, 2∈υψυ  . Тогда из результатов работы [ ]202200,18 −  
следует, что краевая задача (52), (53) при заданном V∈υ однозначно раз-
решима в ( )TW ,01

2 . 
 Теорема 3. Пусть выполнены условия 1) и 2). Тогда градиент 
функционала (5) в произвольной точке V∈υ  определяется равенством 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ttxtxutxJ θυψυυωυ ,;,;,,;,=′                     (55) 
и отображение ( )υυ J ′→  непрерывно действует из V  в H . 
 Доказательство. Пусть V∈∆+ υυυ, -произвольные управления, 
где ( ) Hpqk ∈∆∆∆=∆ ,,υ  -приращение управления на элементе 

( ) Vpqk ∈= ,,υ . 
 Полагая в тождестве (51) k∆=η , а в тождестве (54) p∆=η , полу-
чаем равенства 
 ( ) ∫∫ ∆=∆+∆+∆

TT Q
xx

Q
ttxx kdxdtudxdtkkk ψωωω ,  

 ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∆=∆+′∆′
T T

dttpttudtpp
0 0

;,;, υψυθθ  , 

учитывая которых в (33), имеем 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ∫ ∆+′∆′+∆+∆+∆+∆=〉∆′〈=
TQ

T

ttxxH dtppdxdtquakkkJudJ
0

,, θθψωωωυυυ , 

где ( ) HJ 〉∆′〈 υυ , -скалярное произведение элементов ( ) HJ ∈∆′ υυ ,  на H . 
Отсюда следует, что градиент функционала (5) определяется равенством 
(55). 
 Используя априорные оценки для краевых задач (1)-(3), (28)-(30), 
(48)-(50), (52), (53) и рассуждая аналогично выводу оценки (47) можно 
показать, что справедливо неравенство ( ) ( )

HH
MJJ υυυυ ∆≤′∆+′ 17 , от-

куда следует непрерывность отображения  ( )υυ J ′→  из V  в H . Теорема 
3 доказана. 
 Необходимое условие оптимальности в задаче (1)-(5) устанавлива-
ет 
 Теорема 4. Пусть выполнены условия 1) и 2). Тогда для оптималь-
ности управления  

( ) Vpqk ∈= **** ,,υ  в задаче (1)-(5) необходимо, чтобы выполнялось нера-
венство  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ +−+−+−+− ∗∗∗∗∗∗∗∗∗

TQ
tttxxx dxdtqquakkkkkk ψωωω  

( ) ( )[ ]∫ ≥−+′−′′+ ∗∗∗∗

T

dtpppp
0

0θθ           (56) 

для любого ( ) Vpqk ∈= ,,υ , где ( )∗∗ = υ;,txuu , ( )∗∗ = υψψ ;,tx , 
( )∗∗ = υωω ;,tx , ( )∗∗ = υθθ ;t -решения задач (1)-(3), (28)-(30), (48)-(50), (52), 

(53), соответственно, при ∗=υυ . 
 Доказательство. Множество V , определяемое соотношениями 
(4), выпукло в H . Кроме того, согласно теорем 2 и 3 функционал ( )υJ  
непрерывно дифференцируем по Фреше на V . Тогда в силу теоремы 5 из 
[ ]28.,16 c  на элементе ∗∗ ∈Vυ  необходимо выполнение неравенства 

( ) 0, ≥〉−′〈 ∗∗ HJ υυυ  при всех V∈υ . Отсюда и из (55) следует справедли-
вость неравенства (56). Теорема 4 доказана. 
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KVAZİXƏTTİ  PARABOLİK  TƏNLİYİN  ƏMSALLARI  İLƏ  OPTİMAL 

İDARƏETMƏ HAQQINDA 
 

R.Q.TAĞIYEV, R.A.QASIMOV 
 

XÜLASƏ 
 

       İşdə əmsallarında idarəedicilər olan kvazixətti  parabolik tənlik üçün oblastın sərhədi üzrə 
məqsəd funksionallı optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Məsələnin qoyuluşunun korrektliyi 
tədqiq olunmuş və optimallıq üçün zəruri şərt göstərilmişdir. 
       
      Açar sözlər: optimal idarəetmə, kvazixətti parabolik tənlik, optimallıq şərti  
 

 
OPTIMAL CONTROL BY THE COEFFİCİENTS  
OF  QUASILINEAR PARABOLIC EQUATIONS  

 
R.G.TAGIYEV, R.A.GASİMOV 

 
SUMMARY 

 
The paper studies an optimal control problem for a quasi-linear parabolic equation with 

controls in the coefficients and with the functional purpose on the border area. The correctness 
of the problem setting is studied and the necessary condition for optimality is shown. 

 

Key words: optimal control, parabolic equation, optimality condition 
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